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Задача A. Масив i ще кiлька масивiв
Автор задачi: Антон Тригуб

Задачу пiдготував: Владислав Денисюк
Розбiр написав: Владислав Денисюк

Блок 1
Оскiльки ми лише можемо додати однакове число d до усiх елементiв масиву, то додамо таке

число d, щоб максимальний елемент масиву став рiвний n, а мiнiмальний — 1, якщо це неможливо,
то вiдповiдь «No». Iнакше потрiбно додати d до усiх елементiв масиву i перевiрити, чи дiйсно пiсля
такої операцiї усi числа будуть рiзними, якщо так, то вiдповiдь «Yes», iнакше «No».

Блок 2
У цiй групi кожен масив можна уявити як iнтервал чисел. Фактично ми маємо k iнтервалiв, ми

завжди можемо додати для кожного з них числа так, щоб усi числа на першому iнтервалi були вiд
1 до l1, на другому - вiд l1 +1 до l1 + l2, i так далi. Ми уявляємо собi масиви як iнтервали чисел якi
ми можемо рухати, i наша цiль — скласти з них iнтервал [1;n].

Блок 3
У нас є двi групи, оскiльки наша цiль — утворити n рiзних цiлих чисел, то така множина чисел

матиме лише один мiнiмум — число 1. Далi помiтимо, що пiсля додавання вiдповiдних чисел, якщо
вони формують правильну вiдповiдь, 1 з’явиться або в першому або в другому масивi. Переберемо
обидва варiанти. Нехай ми розглядаємо варiант, де мiнiмум пiсля додавання буде у першому масивi.
Нехай мiнiмум у першому масивi до додавання був m1, тодi потрiбно буде додати 1−m1 до першого
масиву, щоб його мiнiмум став рiвний 1. Потiм у нас залишиться другий масив i множина чисел, якої
нам не вистачає — числа вiд 1 до n, яких немає в першому масивi. Нехай найменше таке число —
x. Тодi потрiбно буде додати x−m2 (де m2 — мiнiмум у другому масивi до додавання) до другого
масиву i перевiрити, чи така комбiнацiя чисел пiдходить. Аналогiчно розглянемо варiант, де мiнiмум
у другому масивi. Якщо жоден варiант не пiдiйшов, то вiдповiдь — «No».

Блок 4
Рiшення схоже на рiшення блоку 3. Будемо перебирати порядок мiнiмумiв серед цих трьох ма-

сивiв, тобто будемо перебирати, який масив матиме найменший мiнiмум, другий найменший, i най-
бiльший. Аналогiчно по черзi прирiвнюватимемо мiнiмум першому числу, яке вiдсутнє у вже оброб-
лених масивах i так будувати вiдповiдь. Всього є 6 варiантiв такого порядку [1 2 3], [1 3 2], [2
1 3], [2 3 1], [3 1 2], [3 2 1].

Блок 5
Рiшення цього блоку схоже на рiшення блоку 2. Масиви дiляться на двi групи — масиви, де

пiсля додавання усi числа будуть парнi, i масиви, де пiсля додавання усi числа будуть непарнi.
Групу кожного масиву можна перебрати — всього буде 2k варiантiв. Для кожної з цих груп нам
потрiбно знайти такi числа di, щоб множина чисел в однiй групi була рiвна [1 3 5 7...], а друга -
[2 4 6 8...]. Фактично можемо знову уявити масиви як iнтервали, як ми це робили в блоцi 2, але
тут уже потрiбно зважати на те, що у нас просто немає в одному випадку парних точок, а в iншому
- непарних.

Блок 6
Помiтимо, що усi числа в кiнцевiй множинi повиннi бути рiзнi, це означає, що максимальний

мiнiмум рiвний k, оскiльки максимум рiвний n, i в якому масивi вiн би не був — мiнiмумом такого
масиву буде n−(n−k) = k. Тому мiнiмум кожного масиву пiсля додавання буде вiд 1 до k. Переберемо
значення кожного мiнiмуму i перевiримо кожен варiант. Складнiсть такого рiшення — O(n · k!).
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Блок 7
Кожен мiнiмум буде рiвний числу вiд 1 до n. Переберемо, чому рiвний мiнiмум кожного масиву

i перевiримо кожен варiант. Складнiсть такого алгоритму буде O(nk+1).

Блок 8
Будемо робити те, що ми робимо в блоцi 4 для трьох масивiв, але для будь-якої кiлькостi до

п’яти. Перебиратимемо перестановку чисел вiд 1 до k, якою ми задаватимемо вiдносний порядок
мiнiмумiв масивiв за зростанням. Для кожної перестановки використаємо алгоритм описаний в блоцi
4 — знаходимо мiнiмальне число, що не зустрiчалось у вже пройдених масивах i перетворюємо на
нього мiнiмум масиву, що розглядається. При перевiрцi всiх таких варiантiв ми точно перевiримо
усi комбiнацiї чисел що могли б бути вiдповiддю, оскiльки у правильнiй вiдповiдi усi числа рiзнi, а
отже мають вiдносний порядок. Складнiсть такого рiшення — O(n · k!).
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Задача B. Масив монет i запити зважування
Автор задачi: Денисов Костянтин

Задачу пiдготував: Денисов Костянтин
Розбiр написав: Денисов Костянтин

Блок 1
З обмеження k < n випливає, що хоча б одна з монет з номерами n та 1 є справжньою. Тому

першим запитом, поклавши на чашi першу та n-ту монету, дiзнаємося номер однiєї справжньої
монети. Далi пройдемося по всiм монетам злiва направо i порiвняємо знайдену справжню монету з
поточною монетою, якщо поточна монета легша, то вона i буде першою фальшивою монетою. Отже,
маємо рiшення, яке використовує не бiльше n запитiв.

Блок 2
Нехай [l, r] — поточний вiдрiзок монет, на якому шукаємо фальшиву монету. Початково

[l, r]=[1, n]. Нехай m = b r−l+1
2 c. Видiлимо два пiдвiдрiзка [l, r], якi не перетинаються: [l, l +m − 1],

[r −m+ 1, r]. Покладемо на першу чашу терезiв монетки з номерами з першого вiдрiзка i на другу
чашу монети з другого вiдрiзка. Якщо монети з номерами з першого вiдрiзка легшi, то на цьому
вiдрiзку знаходиться фальшива монета i перейдемо до задачi [l, r] := [l, l +m− 1]. Аналогiчно коли
монетки з номерами з другого вiдрiзка легшi. Якщо ж ваги врiвноваженi, то монетка, що знахо-
диться мiж цими вiдрiзками (така буде рiвно одна) i є фальшивою.

Отже, кожного разу ми зменшуємо довжину вiдрiзка пошуку принаймнi вдвiчi, тому маємо
рiшення, яке використовує не бiльше dlog2(n)e 6 dlog2(104)e 6 14 запитiв.

Блок 3
Використаємо схожу iдею як у попередньому блоцi, але будемо дiлити вiдрiзок не на двi частини,

а на три частини. Нехай m = d r−l+1
3 e. Покладемо на першу чашу терезiв монетки з номерами з

вiдрiзка [l, l +m− 1] i на другу чашу монети з вiдрiзка [r −m+ 1, r] (такi ж вiдрiзки як у другому
блоцi, але з iншим m). Коли терези врiвноваженi, то фальшива монета знаходиться поза даними
вiдрiзками, тому продовжуємо пошук на вiдрiзку [l+m, r−m]. Випадки, коли терези неврiвноваженi
є аналогiчними до другого блоку.

Отже, кожного разу ми зменшуємо довжину вiдрiзка пошуку принаймнi втричi, тому маємо
рiшення, яке використовує не бiльше dlog3(n)e 6 dlog3(104)e 6 9 запитiв.

Блок 4
Нехай A = {1, k + 1, 2 · k + 1, ..., d · k + 1}, де d — максимальне цiле число, що d · k + 1 6 n.

Очевидно, що у цiй множинi є рiвно одна фальшива монета. Знайдемо її алгоритмом з третього
блоку. Нехай r — номер фальшивої монети, що ми отримали.

Тодi перша фальшива монета знаходиться на вiдрiзку [l, r], де l = max(1, r−k+1). Нехай real —
номер якоїсь справжньої монети (таку можна знайти, наприклад, додатковим зважуванням першої
та останньої монети або з вже зроблених зважувань, використовуючи, що |A| > 1). Тодi можна
запустити бiнарний пошук по вiдрiзку [l, r], який буде порiвнювати монету з номером, що вiдповiдає
серединi поточного вiдрiзка пошуку, з монетою з номером real. Якщо терези врiвноваженi, то перша
фальшива монета буде у правiй частинi вiдрiзка, iнакше — у лiвiй.

Отже, перша частина рiшення використовує не бiльше dlog3(dnk e)e, а друга частина — dlog2(k)e.
Отже, маємо рiшення, яке використовує не бiльше dlog3(dnk e)e+ dlog2(k)e 6 11 запитiв.

Блок 5
Рiшення п’ятого блоку повторюється з четвертим блоком крiм частини з бiнарним пошуком.

Виберемо на поточному вiдрiзку пошуку двi монети з номерами c та d(c < d), щоб вiдрiзки, на
якi цi номери подiляють вiдрiзок були майже рiвними за розмiрами. Тодi покладемо на кожну чашу
терезiв двi монети. На першу — монети з номерами c та d. На другу — справжню монету з номером
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real та фальшиву монету (одну фальшиву монету ми вже знаємо). Тодi оскiльки фальшивi монети
у цьому блоцi мають однакову вагу, то:

• якщо ваги врiвноваженi, то монета з номером c — справжня та з номером d — фальшива i
треба продовжувати пошук на вiдрiзку [c+ 1, d];

• якщо перша чаша важче, то монети з номерами c та d справжнi i далi шукаємо на вiдрiзку
[d+ 1, r];

• якщо друга чаша важче, то монети з номерами c та d фальшивi i далi шукаємо на вiдрiзку
[l, c− 1];

Отже, кожного разу вiдрiзок пошуку зменшується принаймнi втричi, тодi маємо рiшення, що
використовує не бiльше dlog3(dnk e)e+ dlog3(k)e 6 11 запитiв.

Блок 6
Нехай будемо пiдтримувати вiдрiзок [l, r], на якому знаходяться всi фальшивi монети. Тодi оче-

видно, що перша фальшива монета буде знаходитися на вiдрiзку [l, r− k+1]. Нехай m = d r−k+1−l
3 e.

Покладемо на першу чашу вагiв монетки з номерами з вiдрiзка [l, l + m − 1] i на другу чашу мо-
нети з вiдрiзка [r −m + 1, r]. Помiтимо, що не може бути такого, що на кожному з цих вiдрiзкiв є
фальшивi монети, оскiльки довжина вiдрiзка [l +m− 1, r −m+ 1] > k. Тому маємо, що якщо ваги
врiвноваженi, то фальшивi монети знаходяться на вiдрiзку [l+m, r−m]. Якщо перша чаша важче,
то — на вiдрiзку [r−m+1−k+1, r]. Якщо друга чаша важче, то — на вiдрiзку [l, l+m−1+k−1].
Будемо продовжувати зменшувати вiдрiзок пошуку, поки його довжина бiльша за k.

Помiтити, що кожного разу ми зменшуємо довжину вiдрiзка, де знаходиться пер-
ша фальшива монета принаймнi втричi, тому маємо рiшення, що використовує не бiльше
dlog3(n)e 6 dlog3(104)e 6 9 запитiв.
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Задача C. Масив i додавання на вiдрiзку
Автор задачi: Антон Тригуб

Задачу пiдготував: Владислав Денисюк
Розбiр написав: Владислав Денисюк

Блок 1
Перше спостереження — це те, що ми можемо додавати нескiнченно великi числа на вiдрiзках i

вiдповiдно якщо ми додали на вiдрiзку, то числа, якi входять та не входять у вiдрiзок, точно стали
вiдрiзнятись мiж собою. Розглянемо оптимальний вибiр вiдрiзкiв. Тодi назвемо кiнцi таких вiдрiзкiв
- перегородками. Фактичний змiст перегородки — це те, що iнший кiнець вiдрiзка буде або злiва або
справа вiд перегородки й вiдповiдно змiнить лише одне з чисел якi вона роздiляє. Тому нам потрiбно
мiнiмум n − 1 перегородок мiж числами. Якщо жоден з вiдрiзкiв не має кiнця в точках 1 або n -
то значення в точках 1 i n будуть рiвними оскiльки жоден з вiдрiзкiв їх не чiпає. Тому потрiбно
принаймнi n перегородок. Кожен вiдрiзок має два кiнцi, тому може утворювати не бiльше двох
перегородок. Вiдповiдно нам потрiбно dn2 e перегородок. Покажемо, що такої кiлькостi достатньо.
Додаватимемо на вiдрiзках [1; dn2 e], [2; d

n
2 e+1], ... . Якщо n парне - то в кiнцi ми додамо на вiдрiзку

[n2 , n− 1]. Якщо нi, то на вiдрiзках [dn2 e;n− 2] та [n− 1, n− 1].

Блок 2
У цьому блоцi ми фактично розв’язуємо задачу на двох масивах у яких двi перегородки спiльнi.

Тому вiдповiдь тут - dn−22 e. Але тут потрiбно врахувати два крайнiх випадки: коли усi числа рiвнi,
тодi потрiбно використати розв’язок блоку 1 i випадок, коли лише одне число вiдмiнне вiд iнших -
тодi воно або в кiнцi або на початку i ми розв’язуємо блок 1, але в масивi n−1 чисел - тому вiдповiдь
dn−12 e.

Блок 3
У цьому блоцi ми можемо використати рекурсивний перебiр. Додавання на вiдрiзку буде вiдрiз-

няти числа на вiдрiзку вiд чисел за межами вiдрiзка. Всього ми можемо так зробити не бiльше dn2 e
разiв, оскiльки вiдповiдь коли всi числа однаковi точно не краще за вiдповiдь коли деякi з них -
рiзнi. Таким чином маємо рекурсiю де ми перебираємо n2 варiантiв вiдрiзка dn2 e. Складнiсть O(nn)
що при максимальному n - 88 = 16777216, це повинно проходити по часу.

Блок 4
Оскiльки числа на позицiях 1 i n рiвнi одна з перегородок буде на початку або в кiнцi, також

можна уявити що елементи 1 i n - сусiднi, тобто числа розташованi по колу, i тодi нам потрiбно
розставити перегородки по колу, це нiчого не змiнює для даного блоку, оскiльки ми завжди ставимо
перегородку мiж 1 i n, але у наступних блоках така iнтуїцiя буде корисною. Щоб розставити всi
iншi перегородки для кожного значення вiд 1 до n згенеруємо iнтервали позицiй на яких би ми
могли розставити перегородки для чисел з даним значенням. Тепер у нас є кiлька iнтервалiв i нам
потрiбно вибрати мiнiмальну кiлькiсть точок, щоб кожному iнтервалу належала хоча б одна точ-
ка. Посортуємо кiнцi вiдрiзкiв i додаватимемо вiдрiзок коли зустрiчатимемо лiвий кiнець. Коли ми
зустрiли правий кiнець вiдрiзка, якому ще не належить жодна перегородка ми не можемо поставити
найлiвiшу з ще не поставлених перегородок правiше вiд даної позицiї. Якщо ж ми поставимо таку
перегородку лiвiше - то це буде точно не краще, оскiльки поставивши перегородку в данiй позицiї
ми задовольнимо всi незадовiльненi вiдрiзки, що мають кiнцi лiвiше або в данiй точцi. Тому поста-
вимо таку перегородку i вiдмiтимо всi незадовiльненi вiдрiзки у яких ми вже зустрiли лiвi кiнцi -
як задовiльненi. Повторимо поки не пройдемо всi вiдрiзки. Отримаємо P перегородок i ще мусимо
поставити додаткову перегородку на початку або в кiнцi, в сумi матимемо P + 1 перегородок. Ана-
логiчно конструкцiї з блоку 1 ми можемо знайти вiдрiзки що задовольнять умову з кiнцями в цих
перегородках. Вiдповiдь dP+1

2 e.
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Блок 5
Для будь-якої групи чисел помiтимо що конструкцiя на перегородках яку ми будуємо в блоцi

1 фактично теж повинна бути витримана вiдносно перегородок, оскiльки при її побудовi пiдхiд
є аксiоматичним i всi iншi конструкцiї мiстять в собi дану. Помiтимо, що якщо зациклити масив i
ставити перегородки на такому масивi то нiчого не змiнюється, як бонус - ми автоматично отримуємо
виконання умови, що перегородка має бути перед першим елементом або пiсля останнього. Якщо
ж масив циклiчний - то "перед першим"i "пiсля останнього це одне й те ж. Ми можемо перебрати
точку де ми точно ставимо перегородку, взяти її за початок масиву i запустити сканлайн подiбний
до рiшення в блоцi 4.

Блок 6
Цей блок був також було створено для неоптимальних реалiзацiй. Зокрема в ньому немає потреби

зжимати числа в масивi.

Блок 7
Для кожної точки порахуємо наступну точку справа в якiй ми муситимемо поставити нову пе-

регородку, це можна зробити знайшовши найближчий справа (по колу звiсно) кiнець вiдрiзка, який
ми не перетинаємо наразi, наприклад це можна порахувати сканлайном. Потiм побудуємо граф на
таких переходах. Кожна позицiя має однозначного наступника, тому побудуємо бiнарнi пiдйоми на
такому графi. Для кожної позицiї порахуємо скiльки перегородок потрiбно поставити, якщо одну з
перегородок ми ставимо в данiй позицiї i переходами ми покриваємо весь масив по колу. Складнiсть
O(n ∗ log(n)).
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Задача D. Масив i частковi суми
Автор задачi: Valerio Stancanelli

Задачу пiдготував: Alessandro Bortolin
Розбiр написав: Роман Бiлий

Блок 1
Якщо усi числа 0 або 1, то вiдповiдь рiвна 0. Якщо ж усi числа -1 або 0, то вiдповiдь рiвна 1 —

можна виконати одну операцiю першого типу.
Тепер нехай ми хочемо зробити одну операцiю 2 типу. Покажемо, що ми можемо її виконати

на всьому масивi. Нехай iснує промiжок [l..r], що виконавши операцiю другого типу на цьому про-
мiжку, всi елементи стали невiд’ємними. Для цього необхiдно, щоб усi елементи a1, a2, . . . , al−1 та
ar+1, . . . , an були невiд’ємними. А отже пiсля виконання операцiї другого типу на всьому масивi всi
елементи стануть не меншими, нiж якщо виконати операцiю на [l..r]. Отже ми можемо спробувати
виконати її на всьому масивi i подивитись, чи стали всi елементи невiд’ємними.

Аналогiчно, спробуємо зробити операцiю 3 типу на всьому масивi.

Блок 2
Розглянемо будь-який елемент зi значенням 1 (якщо такого не iснує, зробимо одну операцiю

першого типу). Нехай його позицiя p. Будемо робити операцiї другого типу на промiжках [p..ri]
так, щоб кожного разу усi елементи, якi замiнюються, були невiд’ємними. Наприклад, якщо масив
[1,−1, 0,−1, 1,−1,−1] та p = 1 (нумерацiя вiд 1), то зробимо операцiї на вiдрiзках [1..3], [1..6], [1..7]:
[1,−1, 0,−1, 1,−1,−1]→ [1, 0, 0,−1, 1,−1,−1]→ [1, 1, 1, 0, 1, 0,−1]→ [1, 2, 3, 3, 4, 4, 3].

Таким чином ми зможемо зробити усi елементи правiше p невiд’ємними. Аналогiчно операцiями
3 типу зробимо усi елементи лiвiше p невiд’ємними.

Найгiрший випадок для такого розв’язку — усi елементи крiм одного рiвнi -1. Можна експери-
ментально визначити, що в такому випадку потрiбно не бiльше 7 операцiй 2 типу i 7 операцiй 3 типу.
Тобто такий розв’язок виконує не бiльше 14 операцiй.

Блок 3
Покажемо, що завжди можливо використати не бiльше 3 операцiй. Розглянемо масив s0 = 0,

si = a1 + a2 + . . .+ ai.
Тодi якщо ми зробимо операцiю другого типу на вiдрiзку [l..r], то масив стане рiвним

[a1, a2, . . . , al−1, sl − sl−1, sl+1 − sl−1, . . . , sr − sl−1, ar+1, . . . , an]. А якщо зробимо операцiю третього
типу, то масив стане рiвним [a1, a2, . . . , al−1, sr − sl−1, sr − sl, . . . , sr − sr−2, sr − sr−1, ar+1, . . . , an].

Розглянемо тепер sx — мiнiмальне значення масиву s та sy — максимальне значення масиву s.
Якщо x > y, виконаємо операцiю першого типу, тобто домножимо усi значення a на -1, вiдповiдно усi
значення s також домножаться на -1, а мiнiмальне та максимальне значення помiняються мiсцями.

Тепер припустимо ми виконаємо операцiю другого типу на вiдрiзку [x+1..n]. Усi значення на цьо-
му промiжку стануть рiвними a′i = si−sx > 0. А також a′i = si−sx = si−1+ai−sx = ai+(si−1−sx) > ai.

Аналогiчно, якщо ми виконаємо операцiю третього типу на вiдрiзку [1..y]. Усi значення на цьому
промiжку стануть рiвними a′i = sy − si > 0.

Тому зробимо спочатку операцiю другого типу на промiжку [x+1..n], а потiм операцiю третього
типу на вiдрiзку [1..y]. Якщо б ми робили цi операцiї окремо, то усi значення стали б невiд’ємними.
Але пiсля першої з цих двох операцiй всi елементи стали не меншими, тому ми можемо виконати їх
в даному порядку i усi значення стануть невiд’ємними.

Блок 4
Поєднаємо розв’язок блоку 3 з розв’язком блоку 1.
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Блок 5
Ми вмiємо розв’язувати за одну операцiю. А також точно iснує розв’язок за 3 операцiї, який ро-

бить операцiю 3 типу. Тому нам потрiбно визначити, чи можливо зробити усi елементи невiд’ємними
за 2 операцiї 2 типу.

Ми вже знаємо, що другу операцiю вигiдно виконувати на всьому масивi. Нехай ми виконуємо
першу операцiю на промiжку [l..r]. Порахуємо для кожного r, яке повинне бути мiнiмальне значення
a′r пiсля першої операцiї так, щоб усi значення на промiжку [r+1..n] стали невiд’ємними пiсля другої
операцiї.

Тепер переберемо l, пiсля цього будемо перебирати r вiд l до n та пiдтримувати значення пiсля
першої та пiсля другої операцiї. Вiдповiдно ми можемо визначити, чи можливо розв’язати задачу
за 2 операцiї другого типу.

Складнiсть такого розв’язку O(n2).

Блок 6
Нехай ми виконуємо першу операцiю на вiдрiзку [l..r]. Тодi усi значення a1, a1 + a2, . . .,

a1 + a2 + . . .+ al−1 повиннi бути невiд’ємними, а отже, якщо ми зробимо першу операцiю з l = 1, то
усi значення стануть не меншими. А отже ми можемо перебирати лише r.

Складнiсть такого розв’язку O(n).

Блок 7
Тепер потрiбно визначити, чи можна розв’язати за 2 операцiї використовуючи операцiї не лише

другого типу. Якщо ми виконуємо операцiю першого типу, то операцiя другого чи третього типу
повинна бути на всьому масивi. Переберемо цi варiанти.

Розв’язок для двох операцiй третього типу аналогiчний розв’язку з двома операцiями другого
типу.

Тепер розглянемо варiант, коли ми виконуємо спершу операцiю третього типу, потiм операцiю
другого типу. В iншому порядку розв’язок аналогiчний.

Нехай ми робимо операцiю 3 типу на промiжку [l..r]. Переберемо r, пiсля цього переберемо l,
рахуючи значення схожi до попереднiх блокiв. Складнiсть такого розв’язку O(n2).

Блок 8
Будемо розв’язувати методом роздiляй i володарюй. Нехай зараз ми розв’язуємо задачу, коли

L 6 l 6 r 6 R. Нехай M=L+R
2 .

Якщо r 6 M , то ми можемо перейти в меншу пiдзадачу L,M . Але також усi значення вiд M +1
повиннi стати невiд’ємними пiсля другої операцiї. Для цього порахуємо, яке мiнiмальне значення
повинне бути на позицiї M пiсля першої операцiї, щоб далi все було добре.

Аналогiчно, якщо l > M , то ми можемо перейти в меншу пiдзадачу M + 1, R. Але також усi
значення до M повиннi стати невiд’ємними пiсля другої операцiї. Для цього порахуємо, чи це дiйсно
станеться, а також яке значення буде на позицiї M пiсля другої операцiї.

Тепер, якщо l 6 M < r.
Переберемо r. Порахуємо значення y1r — яке буде значення на позицiї M + 1 пiсля першої

операцiї та y2r — мiнiмальне значення, яке повинне бути на позицiї M пiсля другої операцiї так,
щоб справа всi значення стали невiд’ємними. Щоб порахувати значення y2r необхiдно виписати, як
змiнюються значення при даних операцiях. Пiсля чого потрiбно виконати запити двох типiв: додати
пряму з заданими параметрами та порахувати максимальне значення в точцi. Цi запити можна
робити пiдтримуючи опуклу оболонку прямих.

Переберемо l. Порахуємо значення x1l — мiнiмальне значення на позицiї M + 1 пiсля першої
операцiї, щоб злiва усi значення стали невiд’ємними. Припустимо y — значення на позицiї M + 1
пiсля першої операцiї, тодi порахуємо такi 2 значення x2l та x3l, що значення на позицiї M пiсля
другої операцiї рiвне x2l · y + x3l. Для знаходження x1l також скористаємось методом опуклих
оболонок.

Тепер потрiбно знайти, чи iснує така пара l, r, що y1r > x1l та x2l · y1r + x3l > y2r.
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Посортуємо всi l, r разом по значеннях x1l та y1r, починаючи вiд найбiльших. Якщо ми роз-
глядаємо наступне значення r, то додамо пряму з параметрами y1r,−y2r. Якщо ми розглядаємо
наступне значення l, то потрiбно перевiрити, чи iснує пряма, для якої значення в точцi x2l бiльше
за −x3l. Для цього також будемо пiдтримувати опуклу оболонку прямих.

Складнiсть такого розв’язку O(n log2 n).
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Задача A. Масив i медiани пiдмасивiв
Автор задачi: Антон Тригуб

Задачу пiдготував: Роман Бiлий
Розбiр написав: Андрiй Филипюк

В задачi необхiдно було визначити, чи можливо роздiлити масив парної довжини на певну кiль-
кiсть пiдмасивiв непарної довжини так, щоб їхнi медiани були рiвнi.

Теза 1. Ми розбиваємо наш масив виключно на парну кiлькiсть пiдмасивiв.
Доведення. Нехай ми розбили на непарну кiлькiсть пiдмасивiв. Так як кожен пiдмасив має

непарну довжину, маємо що сумарна довжина масиву це сума непарної кiлькостi непарних чисел, з
чого випливає, що довжина масиву — непарне число, що протирiчить умовi.

Блок 1
Додаткова умова: n = 2
В будь-якому разi, ми розбиваємо наш масив рiвно на 2 пiдмасиви, що складаються з одного

елементу. Медiана масиву з одного елементу — власне цей елемент. Вiдповiдно, вiдповiдь Yes, якщо
цi два масиви рiвнi (тобто, перший елемент оригiнального масиву рiвний другому елементовi того
ж масиву), та No в iншому випадку.

Теза 2. Вiзьмемо довiльний пiдмасив довжини m, нехай його медiана є рiвна x, тодi, i тiльки
тодi, у нас виконуються одночасно двi нерiвностi:

• [ кiлькiсть елементiв строго менших за x ] 6 m−1
2

• [ кiлькiсть елементiв строго бiльших за x ] 6 m−1
2

Доведення. Це витiкає напряму з визначення медiани.
Наслiдок тези 2. Якщо у пiдмасивi непарної довжини m iснує елемент x, який зустрiчається

строго бiльше нiж m−1
2 раз, то ме дiана даного пiдмасиву є рiвна x.

Блок 2
Додаткова умова: 1 6 ai 6 2, для 1 6 i 6 n.
Нехай c1 та c2 — кiлькiсть одиничок та двiйок в масивi вiдповiдно.
Розглянемо два випадки:
c1 6= c2: Без втрати загальностi, скажемо, що c1 > c2. Зауважимо, що в такому разi c1 − c2 > 2.

(Iнакше, тобто, якщо б c1−c2 = 1, це означало б, що c1 = c2+1, тобто n = c1+c2 = 2·c2+1, що не може
бути правдою, бо n — парне.) Вiзьмемо мiнiмальний префiкс непарної довжини, такий, що кiлькiсть
одиничок на ньому рiвно на 1 бiльше нiж кiлькiсть двiйок на ньому (очевидно, що такий завжди
iснує). Вiдновiдно, з того, що c1−c2 > 2, очевидно, що серед елементiв поза цим префiксом одиничок
теж буде бiльше, нiж двiйок. Тобто, ми фактично розбили масив на два пiдмасиви, на кожному з
яких одиничок бiльше нiж двiйок, тобто згiдно Тези 2, ми маємо, що на обох масивах медiана є
рiвна 1. Випадок, коли у всьому масивi двiйок бiльше нiж одиничок доказується аналогiчно. Iншими
словами, вiдповiдь завжди Yes.

c1 = c2: Ми розбиваємо завжди на парну кiлькiсть пiдмасивiв непарної довжини (згiдно Тези
1). Теж ми знаємо, що у нас внаслiдок того, що лише два можливих елементи, медiана кожного
пiдвiдрiзку, це той елемент, який там зустрiчається строго частiше нiж iнший (наслiдок Тези 2).
Якщо ми вiзьмемо будь-яке розбиття (без втрати загальностi, нехай це буде 1), то це означає, що
у кожному пiдмасивi кiлькiсть 1 > кiлькостi 2, тобто загалом c1 > c2 (бо сума нерiвностей це теж
нерiвнiсть), що є протирiччям. Тобто, такого розбиття не iснує, i вiдповiдь завжди No.

Теза 3. Якщо розбиття iснує, то воно складається з 2-х пiдмасивiв.
Доведення.
Частина 1. Вiзьмемо три довiльнi масиви з одинаковою медiаною x. Нехай розмiри масивiв, це

m1,m2,m3 вiдповiдно. Розглянемо медiану об’єднання цих трьох масивiв, та доведемо, що вона теж
рiвна x. Нехай c1, c2, c3 це кiлькiсть елементiв, що меншi за x у вiдповiдних масивах. Тодi, з Тези 2
маємо:
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• c1 6
m1−1

2

• c2 6
m2−1

2

• c3 6
m3−1

2

Якщо просумуємо нерiвностi, то матимемо c1 + c2 + c3 6 m1+m2+m3−3
2 6 m1+m2+m3−1

2 . Що значить,
що кiлькiсть елементiв менше x у об’єднаннi є не бiльше половини розмiру об’єднання. Аналогiчнi
операцiї можна провести вiдносно елементiв бiльших x. З цього вiдповiдно випливає, що x є медiаною
об’єднання.

Частина 2. Вiдповiдно, якщо ми маємо бiльше 2-х пiдмасивiв, то ми постiйно можемо зменшу-
вати їх кiлькiсть на 2 шляхом об’єднання сусiднiх пiдмасивiв. Так, як кiлькiсть пiдмасивiв має бути
парна, то ми зупинимось на 2-х пiдмасивах.

Блок 3
Додаткова умова: ai 6 ai+1, для 1 6 i < n.
З Тези 3 ми знаємо те, що вiдповiдь має складатися з двох пiдмасивiв. Розглянемо довiльний

елемент x. Очевидно те, що x може бути медiаною обох пiдмасивiв, якщо вони обидва мiстять x. Так
як у нас масив неспадний, межа мiж пiдмасивами мусить проходити так, що в першому пiдмасивi
у нас x це буде максимальний елемент, а в другому — мiнiмальний. Для того, щоб максималь-
ний/мiнiмальний елемент якогось набору з m елементiв був медiаною (де m — непарне), необхiдно
щоб вiн зустрiчався хоча б m+1

2 разiв (витiкає з визначення). Нехай m1,m2 розмiри пiдмасивiв
якогось розподiлу масива, та cx,1, cx,2 — кiлькiсть елементiв x вiдповiдно у першому та другому
пiдмасивi, тодi необхiдно, щоб:

• cx,1 > m1+1
2

• cx,2 > m2+1
2

Що, в рамках даного блоку, буде виконуватись, якщо cx,1+ cx,2 >
m1+m2+2

2 > m1+m2
2 . Тобто, достат-

ньо буде перевiрити, чи iснує елемент, який зустрiчається бiльше нiж n
2 раз.

Блок 4
Додаткова умова: 1 6 ai 6 3 для 1 6 i 6 n та кожне значення зустрiчається в a не бiльше нiж n

2
разiв.

Якщо у нас iснує лише два унiкальних значення, то блок вирiшується iдентично блоку 2.
В iншому випадку, так як 1 та 3 є мiнiмальним та вiдповiдно максимальним елементом, для

того, щоб вони були медiанами пiдмасивiв, вони мають зустрiчатись хоча б m
2 разiв (де m — розмiр

пiдмасива) там, а якщо так буде, то 1 чи 3 зустрiчатимуться бiльше нiж n
2 разiв (див. блок 3).

Внаслiдок чого, медiаною може бути лише число 2.
Тепер залишилось перевiрити, чи таке розбиття на пiдмасиви iснує. Спершу опишемо умову того,

що число 2 є медiаною якогось пiдмасиву розмiру m (згiдно тези 2):

• [ кiлькiсть 1 ] 6 m−1
2

• [ кiлькiсть 3 ] 6 m−1
2

Тепер, коли ми проходимось по масиву злiва направо зберiгаючи кiлькiсть 1 та 3 на певному префiксi,
ми можемо бистро опридiлити чи цей префiкс є коректним пiдмасивом з медiаною 2. Залишилось
перевiрити чи суфiкс елементiв, що залишаються, теж є коректним пiдмасивом з медiаною 2. Для
цього можемо перед початком алгоритму порахувати сумарну кiлькiсть 1 та 3, тодi на певному ета-
пi кiлькiсть 1 та 3 на суфiксi елементiв, що залишаються, можна просто порахувати як [ кiлькiсть
загальна ] - [ кiлькiсть на префiксi ]. Таким чином ми зможемо теж бистро перевiряти чи суфiкс еле-
ментiв теж є пiдмасивом з медiаною 2. Пiд час реалiзацiї, варто не забути про те, що нам пiдходять
лише префiкси непарного розмiру.

Часова складнiсть рiшення: O(n).
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Блок 5
Додаткова умова: n 6 100.
Просто перебираємо можливу медiану серед елементiв масиву, та перевiряємо її за допомогою

технiки динамiчного програмування: нехай ми зафiксували якесь x — спiльна медiана, тодi dpi це
значення Так/Нi, яке означає те, чи ми можемо розбити префiкс масива довжиною i на будь-яку
кiлькiсть пiдмасивiв непарного розмiру, так що у них всiх медiана є рiвна x. Тодi, очевидно, що dpi
= Так, якщо i — непарне, а також:

• Медiана префiксу розмiру i є рiвна x, або

• Iснує таке j, що dpj = Так i пiдмасив вiд j до i елементу має медiану x.

Алгоритм швидкої перевiрки використовується такий самий, як у блоцi 4, тiльки ми трактуємо:

• Числа меншi за x, як 1,

• Числа рiвнi x, як 2,

• Числа бiльшi за x, як 3.

Часова складнiсть рiшення: O(n3).
Теза 4. Спiльна медiана повинна бути така сама, як медiана усього масиву.
Доведення. Аналогiчне доведенню Тези 3, Частини 1.

Блок 6
Додаткова умова: n 6 2000.
Рiшення 1
Помiтимо, що коли ми зафiксували якесь число x i хочемо перевiрити чи воно може бути спiльною

медiаною, у нас буквально перед очима Пiдзадача 4, лише трактуємо:

• Числа меншi за x, як 1,

• Числа рiвнi x, як 2,

• Числа бiльшi за x, як 3.

Часова складнiсть рiшення: O(n2).
Рiшення 2
Використаємо Тезу 4, зафiксуємо медiану та використаємо пiдхiд динамiчного програмування,

аналогiчний Пiдзадачi 5.
Часова складнiсть рiшення: O(n2).

Повне рiшення.
Використаємо Тезу 4, зафiксуємо медiану (нехай це буде x), тодi ми маємо задачу, аналогiчну

до Пiдзадачi 4, лише трактуємо:

• Числа меншi за x, як 1,

• Числа рiвнi x, як 2,

• Числа бiльшi за x, як 3.
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Задача B. Масив символiв i майже палiндроми
Автор задачi: Антон Тригуб

Задачу пiдготували: Владислав Денисюк i Владислав Заводник
Розбiр написав: Владислав Денисюк

Блок 1
Перше спостереження — це те, що рядок є майже палiндромом тодi i тiльки тодi, коли кiлькiсть

символiв, що зустрiчаються непарну кiлькiсть разiв у цьому рядку не бiльша 1. Якщо є тiльки
один такий символ - то ми можемо поставити його в центр рядку i зробити лiву i праву половину
зеркальними, якщо таких символiв 0 - то просто зробити зеркальнi лiву i праву половини. Можна
показати, що за допомогою цих двох варiантiв можна сформувати який-завгодно палiндром, а отже
якщо таких символiв бiльше 1 — то це не майже палiндром. Тодi у данному блоцi є чотири випадки:
1) кiлькiсть усiх символiв парна, 2) кiлькiсть a — непарна, 3) кiлькiсть b — непарна, 4) кiлькiсть
усiх символiв - непарна. У випадку 4 - вiдповiдь - весь рядок, у випадках 1,2,3 - потрiбно видалити
якийсь префiкс i якийсь суфiкс, щоб кiлькiсть a i b стала непарною, для цього переберемо усi пари
префiксiв i суфiксiв не довших за 4, якщо префiкс або суфiкс довший за 4, то при видаленнi перших
чотирьох його символiв - парнiсть кожного символу в ньому - не змiниться.

Блок 2
Блок створено для дуже неоптимальних реалiзацiй пiдтримки парностi входжень конкреного

символу в блоках 3 i 4.

Блок 3
Будемо розв’язувати задачу подiбно до блоку 1, але переберемо усi пари початку i кiнця, i для

кожної перевiримо кiлькiсть символiв з непарною кiлькiстю входжень.

Блок 4
Оптимiзуємо рiшення блоку 2: перебиратимемо початок, i потiм будемо одночасно рухати кi-

нець вправо i додавати новий символ перераховуючи кiлькiсть непарних. Ми можемо робити це
пiдтримуючи кiлькiсть кожного символа.

Блок 5
Порахуємо на префiксi i на суфiксi найближчу позицiю де на префiксi або суфiксi вiдповiдно

парнiсть кiлькостi a дорiвнює x, а b — y. Всього є 4 пари (x, y), бо кожне з них приймає лише два
значення. Будемо перебирати комбiнацiї парностей на префiксi i суффiксi i так порахуємо вiдповiдь.
Складнiсть: O(n+ q).

Блок 6
Якщо рядок не є майже палiндромом — виведемо всю його довжину. Iнакше — ми можемо

видалити або лiвий або правий або лiвий i правий кiнцi i рядок перестане бути майже палiндромом.
Це так тому, що якщо обидва з них входять парну кiлькiсть раз - то пiсля видалення - обидва
будуть входити непарну кiлькiсть раз i це не буде майже палiндромом. А якщо хоча б одне з них
входить непарну кiлькiсть раз — то потрiбно видалити те, що входить парну кiлькiсть раз i ми знову
матимемо два символи якi входять непарну кiлькiсть раз.

Блок 7
Розв’язок схожий до блоку 6. Якщо символи на кiнцях вiдрiзку рiвнi, то при видаленi символу

з одного з кiнцiв вони не будуть рiвнi i ми отримаємо блок 6. Тому якщо у блоцi 6 ми перебирали
усi суфiкси i префiкси не довше одного, то тут — не довше за 2.
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Блок 9
Оскiльки довжина рядку непарна - один з символiв точно входить в нього непарну кiлькiсть

разiв. Нам потрiбно видалити хоча б один iнший символ i парну кiлькiсть данного. Для цього
знайдемо найближчий до одного з кiнцiв вiдрiзка символ, що зустрiчається парну кiлькiсть раз.
Це кiнець вiдрiзка якщо хоча б один з них не є тим символом, що зустрiчається непарну кiлькiсть
раз, або якщо обидва кiнця вiдрiзка — це непарний символ, ми можемо до обробки всiх запитiв
порахувати на префiксi i на суфiксi останню позицiю де стояв iнший символ, тодi ми зможемо знайти
найближчий до кiнцiв вiдрiзка парний символ за двi перевiрки. Якщо для того щоб видалити його
потрiбно буде видалити непарний символ непарну кiлькiсть раз, просто видалимо його ще раз з
iншого кiнця вiдрiзка. Складнiсть: O(n+ q).

Блок 10
По черзi видалимо початок i кiнець звiвши задачу до блоку 9 i вiзьмемо максимальну вiдповiдь.
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Задача C. Масив i знову додавання
Автор задачi: Valerio Stancanelli

Задачу пiдготував: Tommaso Dossi
Розбiр написав: Valerio Stancanelli

Блок 1
n 6 100. Потрiбно заповнити позицiї [2, 100] одиницями, потiм n разiв додати a2 = 1 до a1.
Кiлькiсть операцiй: 98 + n 6 198 6 300.

Блок 2
n = k2, k 6 100. Потрiбно заповнити позицiї [3, 100] одиницями, потiм k разiв додати a3 = 1 до

a2, потiм k разiв додати a2 = k до a1.
Кiлькiсть операцiй: 97 + k + k 6 297 6 300.

Блок 3
n = 2k − 1. Спочатку заповнимо позицiї [1, 100] одиницями. Мета: a1 = 2k − 1.
> Спостереження: 2k − 1 = 2(2k−1 − 1) + 1.
> Нова мета: ai = 2k−i+1 − 1.
Отже, коли ви отримаєте правильне значення ai, ви можете додати ai двiчi до ai−1, щоб отримати

правильне значення ai−1.
Приклад послiдовностi операцiй для n = 31:

1 1 1 1 1 1 1 ...
1 1 1 3 1 1 1 ...
1 1 7 3 1 1 1 ...
1 15 7 3 1 1 1 ...

31 15 7 3 1 1 1 ...
Кiлькiсть операцiй: 99 + 2k 6 99 + 2 · 59 = 217 6 300.

Блок 4
n — число Фiбоначчi. Використовуючи основну властивiсть чисел Фiбоначчi fi+2 = fi+1 + fi,

можемо перетворити послiдовность . . . , 0, fi+1, fi, . . . на . . . , fi+3, fi+2, fi за 3 операцiї:
... 0 f[i + 1] f[i] ...
... f[i + 1] f[i + 1] f[i] ...
... f[i + 1] f[i + 2] f[i] ...
... f[i + 3] f[i + 2] f[i] ...

Використовуючи данi 3 операцiї необхiдну кiлькiсть разiв, можемо отримати будь-яке число
Фiбоначчi.

Приклад послiдовностi операцiй для n = 55:
0 0 0 0 1 1 ...
0 0 0 1 1 1 ...
0 0 0 1 2 1 ...
0 0 0 3 2 1 ...
0 0 3 3 2 1 ...
0 0 3 5 2 1 ...
0 0 8 5 2 1 ...
0 8 8 5 2 1 ...
0 8 13 5 2 1 ...
0 21 13 5 2 1 ...

21 21 13 5 2 1 ...
21 34 13 5 2 1 ...
55 21 13 5 2 1 ...
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Кiлькiсть операцiй: менше 99 + 3
2 · logϕ(10

18) 6 300.

Блок 5, 1927 операцiй
Представимо n у двiйковому записi. Знайдемо таку послiдовнiсть операцiй, пiд час якої a2 буде

приймати значення 1, 2, . . . , 259 в певнi моменти часи.
Заповнимо позицiї [2, 100] одиницями. Тепер для кожного j вiд 1 до 59, виконаємо операцiї

(j + 1), j, . . . , 2, щоб виконувалися рiвностi aj+1 = 21, aj = 22, . . . , a2 = 2j .
Якщо двiйковий запис числа n мiстить i-й бiт, то виконаємо операцiю a[1] += a[2], коли a2 = 2i.
Приклад послiдовностi операцiй для n = 42 = 2 + 8 + 32:

0 1 1 1 1 1 1 ...
2 2 1 1 1 1 1 ...
2 4 2 1 1 1 1 ...

10 8 4 2 1 1 1 ...
10 16 8 4 2 1 1 ...
42 32 16 8 4 2 1 ...

Кiлькiсть операцiй: 98 + 59·60
2 + 59 = 1927.

Блок 5, 1086 операцiй
У попередньому алгоритмi отримання великих степеней двiйки потребує великої кiлькостi опе-

рацiй. Виявляється, що є кращий спосiб створення степенiв 2. У другiй половинi процесу ми можемо
створювати степенi 4 замiсть того, щоб створювати степенi 2.

Приклад послiдовностi операцiй для n = 426 = 2 + 8 + 32 + 128 + 256:
0 1 1 1 1 1 1 ...
2 2 1 1 1 1 1 ...
2 4 2 1 1 1 1 ...

10 8 4 2 1 1 1 ...
10 16 8 4 2 1 1 ...

42 32 16 8 4 1 1 ...
42 64 32 16 4 1 1 ...

170 128 64 16 4 1 1 ...
426 256 64 16 4 1 1 ...

Зауважте, що нам потрiбна одна додаткова операцiя для кожного рядка у другiй половинi про-
цесу (оскiльки нам потрiбно додати 4k двiчi до 2 · 4k, щоб отримати 4k+1).

Кiлькiсть операцiй: 98 + 30·31
2 + 29·30

2 + 29 + 59 = 1086.

Блок 5, 929 операцiй
Краще використовувати систему числення з основою 3.
Цього разу нам потрiбнi 2 операцiї для того, щоб отримати 3k+1, починаючи з 3k. Також необхiдно

виконати 4 додатковi операцiї для кожного рядка у другiй половинi процесу (оскiльки нам потрiбно
додати 9k шiсть разiв до 3 · 9k, щоб отримати 9k+1). Проте система числення з основою 3 є бiльш
ефективною, нiж система числення з основою 2, оскiльки log3(10

18) ≈ 38 є «набагато» меншим за
log2(10

18) ≈ 60.
Кiлькiсть операцiй: 98 + 2 · 19·202 + 2 · 18·192 + 4 · 18 + 37 = 929.

Блок 5, 276 операцiй
Попереднi рiшення використовують O(log2 n) операцiй. Чи можемо ми використати O(log n) опе-

рацiй?
Ми знаємо, як отримати значення 2x починаючи з x:

0 x ? ? ? ? ? ...
x x ? ? ? ? ? ...

2x x ? ? ? ? ? ...
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Ми також хочемо мати можливiсть отримати (2x+1) починаючи з x. Одним з можливих способiв
є додавання 1 до всiх позицiй спочатку:

1 1 1 1 1 1 1 ...
1 x ? ? ? ? ? ...

x + 1 x ? ? ? ? ? ...
2x + 1 x ? ? ? ? ? ...

Але тепер ми не можемо отримати 2x з x. Виявляється, що замiсть цього ми можемо отримати
2x+ 2.

1 1 1 1 1 1 1 ...
2 1 1 1 1 1 1 ...
2 x ? ? ? ? ? ...

x + 2 x ? ? ? ? ? ...
2x + 2 x ? ? ? ? ? ...

Цього достатньо, щоб обчислити цiльовi значення ai:

1. a1 = n;

2. ai =
ai−1−1

2 якщо ai−1 непарне;

3. ai =
ai−1−2

2 якщо ai−1 парне.

Приклад послiдовностi операцiй у зворотньому порядку для n = 150:
150 74 36 17 8 3 1 ...

2 74 36 17 8 3 1 ...
2 2 36 17 8 3 1 ...
2 2 2 17 8 3 1 ...
2 2 2 1 8 3 1 ...
2 2 2 1 2 3 1 ...
2 2 2 1 2 1 1 ...
1 1 1 1 1 1 1 ...

Таким чином, нам просто потрiбно 99 операцiй, щоб заповнити масив одиницями, 59 операцiй,
щоб поставити 2 там, де це необхiдно, а потiм 2 · 59 операцiй, щоб отримати цiльовi значення ai.

Кiлькiсть операцiй: 99 + 59 + 2 · 59 = 276 6 300.
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Задача D. Масив i XOR
Автор задачi: Денисов Костянтин

Задачу пiдготував: Денисов Костянтин
Розбiр написав: Денисов Костянтин

Блок 1
Напишемо повний перебiр. Порахуємо fi(x) для кожного x вiд 0 до 2m−1 проходимо по елементам

масиву з вiдповiдного вiдрiзка запиту.

Блок 2
Будемо поступово будувати вiдповiдь на запит вiд бiльших бiтiв до менших. Дiзнаємося чи буде

m−1 бiт у вiдповiдi. Подiлимо наш вхiдний массив a на 2 iншi масиви b0 та b1, де у b0 знаходяться всi
числа вхiдного масиву, у яких m−1 бiт дорiвнює 0, аналогiчно b1 мiстить всi числа вхiдного масиву,
у яких m−1 бiт дорiвнює 1. Тодi очевидно, що якщо хоча б один з масивiв b0, b1 є порожнiм, то m−1
бiт буде дорiвнювати 1 у вiдповiдi. Розглянемо випадок, коли обидва масива непорожнi. Розглянемо
x, у яких m−1 бiт дорiвнює 0, тодi f(x) = miny∈a y ⊕ x = miny∈b0 y ⊕ x, оскiльки для чисел з масиву
b1 число y ⊕ x буде мати m − 1 бiт, отже, на ньому мiнiмум не буде досягатися. Аналогiчно, якщо
розглянути x, у яких m− 1 бiт дорiвнює 1, то отримаємо f(x) = miny∈a y ⊕ x = miny∈b1 y ⊕ x. Отже,
фактично ми роздiлили задачу на двi незалежнi задачi (в залежностi вiд m − 1 бiта в x), в яких
вiдрiзняються масиви на яких шукаємо вiдповiдь.

З цих мiркувань маємо наступний алгоритм (псевдокод), що поступово знаходить вiдповiдь.
solve (m, a) {

if (m == 0) return 0
build b[0], b[1] from a
if (b[0] is empty)

return solve(m - 1, b[1]) ^ (1 << (m - 1));
if (b[1] is empty)

return solve(m - 1, b[0]) ^ (1 << (m - 1));
return max(solve(m - 1, b[0]), solve(m - 1, b[1]));

}

Блок 4
Помiтимо, що рекурсивне роздiлення масиву на b0 та b1 аналогiчне побудовi двiйково бору на

числах масиву. У вершинах бору можемо зберiгати кiлькiсть чисел, що проходить через поточну
вершину бора та пiдтримувати вiдповiдь для цього пiддерева бора. Отже, знаючи значення у синах
вершини можемо просто порахувати значення у батькiвськiй вершинi бора. Таким чином ми можемо
додадавати та видаляти числа з масиву при цьому оновлюючи всi значення у вершинах за O(m).
Таким чином можемо використати алгоритм Мо. Складнiсть рiшення O(n · √q ·m).

Блок 3
Побудуємо бор на всьому вхiдному масивi. Навчимося вiдповiдати на запит на вiдрiзку [l, r]. Для

цього будемо iтеруватися вглиб бора поки всi числа з поточного вiдрiзку проходять через поточну
вершину бора. Спочатку ми знаходимся у коренi бора. Далi розглянемо два варiанти:

1. Якщо всi числа з поточного вiдрiзка запиту проходять через один з синiв поточної вершини,
то перейдемо до цього сина i продовжимо цю ж процедуру.

2. В iншому випадку числа з поточного вiдрiзка знаходяться у двох синах вершини. Можна
помiтити, що якщо подивитися на взагалi всi числа масиву, що проходять через якогось сина
поточної вершини, то числа з вiдрiзка запиту будуть утоворювати якийсь його префiкс або
суфiкс. Тодi можна зберегти вiдповiдi для кожного префiкса (суфiкса) у кожнiй вершинi бору
поки його будуємо.
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Блок 5
Цей блок було створено для неоптимальних рiшень, якi використовують дерево вiдрiзкiв або

дерева фенвiка у заключнiй частинi рiшення з блоку 6.

Блок 6
Можемо помiтити, що, неформально некажучи, всi попереднi алгоритми обирають якийсь шлях

у борi i «максимiзують» значення на цьому шляху. А саме, якщо ми пiшли на шляху до якогось
сина вершини у борi, якiй вiдповiдає k-ий бiт, то значення на цьому шляху буде мати k-ий бiт рiвний
1 тодi i тiльки тодi, коли немає другого сина у поточнiй вершинi.

Тодi оберемо якийсь шлях у нашому борi, розглянемо як iншi шляхи впливають на його значення.
Оберемо якийсь iнший шлях. Нехай вони перетинаються по k найбiльших бiтах. Тодi значення на
першому шляху буде мати k + 1 найбiльший бiт рiвний 0. Отже, нас цiкавить тiльки довжина
перетину двох шляхiв. Є m + 1 рiзних довжин перетину. Шлях вiдповiдає певному числа з масива
a. Нехай воно має iндекс j. Тодi для кожної можливої довжини len перетину шляхiв знайдемо
найбiльший iндекс llen, що llen < j та шлях числа allen має довжину перетину зi шляхом aj рiвну
len. Аналогiчно знайдемо такi найменшi значення rlen, що rlen > j. Iншi шляхи нас не цiкавлять,
бо вони вже нiяк не змiнять значення на шляху для числа aj .

Тодi для кожного шляху, що вiдповiдає числу aj маємо не бiльше m шляхiв злiва, що йому
змiнять значення на цьому шляху i аналогiчно не бiльше m шляхiв справа. Тодi маємо, що є не
бiльше m2 рiзних вiдрiзкiв, де поточний шлях приймає рiзнi значення. Тодi кожного шляху будемо
мати не бiльше m2 таких «оновлень»: [ci, di, bi], що означає, що значення цього шляху на вiдрiзку
[ci, di] дорiвнює bi. Iншими словами, якщо в нає є запит, який мiститься у вiдрiзку [ci, di], то в нього
буде значення принаймi bi.

Тобто зараз ми маємо таку задачу: маємо не бiльще n ·m2 [ci, di] вiдрiзкiв кожен зi значенням
bi i для кожного запиту нам потрiбно дiзнатися максимальне значення серед вiдрiзкiв, якi повнiстю
його мiстять.

Цю задачу будемо вирiшувати в офлайнi, тобто спершу зчитаємо всi запити i будемо вiдповiдати
на них у довiльному порядку, а не в тому, що їх задають.

Заведемо новий масив e довжиною n, початково ei = 0. Вiдсортуємо нашi запити [li, ri] за зрос-
танням li. Далi розглядаємо нашi запити у порядку збiльшення li. Розглянемо запит [li, ri]. Тодi
для всiх вiдрiзкiв j, що cj 6 li оновимо edj := max(edj , bj). Тодi вiдповiддю на запит [l, r] буде
максимальне значення на вiдрiзку [ri, n]. Оскiльки запитiв оновлення значно бiльше нiж запитiв
знаходження максимуму, то будемо пiдтримувати це за допомогою sqrt-декомпозицiї.

Отже, маємо рiшення за O(n ·m2 + q ·
√
n).
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